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Recenzja

rozprawy doktorskiej mgr Krishanadasa Mohandasa pt. “Critical Properties
of Structural Balance Models on Multiplex and Growing Networks”,
przedstawionej Radzie Naukowej Dyscypliny Nauki Fizyczne Politechniki

Warszawskiej.

1. Wstep

Przedmiot recenzji

Recenzowana praca dotyczy analizy zaawansowanymi metodami fizycznymi
spotecznych sieci w ktdérych uczestnikéw tgczg réinego rodzaju wiezi, co mozna
przedstawi¢ jako funkcjonowanie w sieciach o charakterze wielowarstwowym. W
szczegolnosci dotyczy zastosowania teoria rownowagi strukturalnej Fritza Heidera,
ktéra pomaga wyjasni¢ ewolucje i organizacje relacji spotecznych, mogacych miec
przyjazny lub wrogi charakter.

Rozprawa zostata przygotowana w jezyku angielskim, jezyk pracy jest klarowny,
narracja jest logiczna i dobrze ustrukturyzowana.

Rozprawa ma 122 strony i podzielona jest na pie¢ rozdziatéw, z czego wyniki
uzyskane przez Autora przedstawione sg w trzech rozdziatach (drugim, trzecim i

czwartym). Rozdziat pierwszy wprowadza podstawowe pojecia stosowane w pracy,
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a rozdziat pigty podsumowuje uzyskane wyniki. Bibliografia rozprawy liczy 135
pozycji.
Rozprawa oparta jest o dwie recenzowane publikacje, zamieszczone w wysoko
ocenianym czasopismie Physical Review E, oraz jedng publikacje o statusie
preprintu, w ktérych Kandydat jest pierwszym autorem.
K. Mohandas et al., “Critical properties of Heider balance on multiplex networks”,
Physical Review E 2024, 109, DO! 10.1103/PhysRevE.109.044306
K. Mohandas et al., “Paradise-disorder transition in structural balance dynamics on
Erd&s-Rényi graphs”, Physical Review E 2025, 111, DOl 10.1103/PhysRevE.111.
024310
K. Mohandas et al., “Structurally balanced growing network as randomized Pdlya
urn process”, arXiv:2510.24659v1 [physics.soc-ph] 2025, DOI 10 . 48550 / arXiv .
2510.24659
Uzyskane wyniki byty takze przedstawiane na miedzynarodowych konferencjach i

sympozjach.

Cel rozprawy i jego znaczenie

Motywacja rozprawy byty dwie jasno sformutowane hipotezy badawcze.

Pierwsza dotyczyta sieci wielowarstwowych (ang. multiplex networks) i stanowita,
ze wprowadzenie powigzan pomiedzy réznymi typami relacji spotecznych (réznymi
warstwami sieci) zwieksza ogdlna stabilnos¢ struktury spotecznej.

Druga hipoteza dotyczyta pochodzenia polaryzacji spotecznej i podziatu
spotecznosci na konkurujgce grupy w uktadach w ktérych sieci te aktywnie rosng
poprzez dotgczanie nowych oséb. Zaktadata ona, ze prosty, stochastyczny proces
wzrostu przy zatozeniu okreslonych warunkéw moze prowadzi¢ do realistycznej
dynamiki wzrostu polaryzacji i podziatéow spotecznych bez odwotywania sie do
konkretnych typow sieci i ich topologii (jak to ma miejsce w dotychczasowej
literaturze modelujgcej to zagadnienie).

W celu weryfikacji tych hipotez przeprowadzono:

- Analize rozszerzonego modelu rownowagi strukturalnej Heidera w sieciach
wielowarstwowych (o réznych topologiach) w funkcji temperatury i sity powigzan

pomiedzy warstwami.
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- Badania efektow ukierunkowanie (asymetrii) prawdopodobiefistwa dotgczania do
sieci i typu potaczen, w kontekscie dynamiki dyktowanej przez zatozenia
rownowagi strukturalnej Heidera; w szczegdlnosci w odniesieniu do formowania
spolaryzowanych grup spotecznych.

Praca wykorzystywata zréznicowane metody badawcze zaczerpniete z fizyki
uktadéw ztozonych: poczawszy od wyboru wtasciwego modelu upraszczajgcego
zjawiska spotfeczne i definiujagcego pojecia, zmienne i dynamike modelu, a
nastepnie znalezienia i analize zachowania tak skonstruowanych modeli (zaréwno
analityczne jak i numeryczne). Modele opisane w rozprawie s albo istotnymi
rozszerzeniami wczesniejszych lub nowymi propozycjami. Stad tez wynika
,fizyczne” znaczenie rozprawy.

Jednoczesnie, ze wzgledu na fakt, ze zréditem hipotez s3 nauki spoteczne
(psychologia i socjologia), przedstawione wyniki moga zainteresowac
przedstawicieli tych nauk, przyktadowo zainspirowac badania dotyczace interakcji

miedzy réznymi typami relacji spotecznych i ich wptywu na polaryzacje.

2. Szczegotowy opis i ocena rozprawy

Pierwszy rozdziat rozprawy zawiera wprowadza czytelnika w zagadnienia i metody
stosowane w dalszej czesci pracy. Wprowadzenie to obejmuje szeroki zakres tematow:
informacje o sieciach, w tym w szczegélnosci definicje podstawowych poje¢ uzywanych
w analizie sieci, w tym sieci wielowarstwowych i réinych typodw powigzania miedzy
warstwami (wezet-wezet, potgczenie-potaczenie). Przedstawiono wybrane typy
topologii sieci (w szczegolnosci te, ktére beda wykorzystywane w dalszych analizach:
sieci w ktorych wszystkie wezty sg potgczone i sieci w ktorych potaczenia wigza
przypadkowe wezty, ang. random networks) oraz sieci dynamicznie rosnace.
Wprowadzenie obejmuje definicje poje¢ i odniesienia do kluczowej literatury
przedmiotu. Nastepnie przedstawiono podstawowe zatozenia i pojecia teorii
rownowagi strukturalnej Fritza Heidera, odnoszacej sie do sytuacji, w ktorej
powigzania miedzy osobami moga mie¢ charakter pozytywny/negatywny
(przyjaciel/wrédg).

W koncowej czesci Rozdziatu opisany zostat stochastyczny proces wzrostu sieci oparty

na modelu losowania i wypetniania urn (ang. Pdlya urn proces). Rozdziat, mimo

Lot



4

koniecznej skrétowosci (omawiane zagadnienia sg bardzo rozbudowane), jest napisany

klarownie i wprowadza czytelnika w podstawowe zagadnienia.

Rozdziat drugi rozprawy dotyczy stabilnosci i przejs¢ fazowych w sieciach
wielowarstwowych w ktérych dynamika okreslona jest przez kombinacje oddziatywan
Heiderowskich wewnatrz poszczegdlnych warstw oraz oddziatywan znanych z modelu
Isinga wigzgcych powigzania (krawedzie w sieci) pomiedzy warstwami.  Uktad
zdefiniowany w sekcji 2.2.1 opisuje ogdlny system sieci sktadajgcej sie z N weztéw i L
warstw. Sieci jest kompletna — kazda para agentow jest potaczona (na kazdej z
warstw), przy czym znaki tych potgczen moga przyjmowac wartosci +1 i -1 dla kazdej z
warstw. Sekcja 2.2.2 definiuje ogdlny Hamiltonian dla tak skonstruowanej sieci.
Zaproponowany Hamiltonian dopuszcza zrdéinicowanie miedzy sita oddziatywan
Heiderowskich w poszczegdélnych warstwach (parametr A@). Jednak sita oddziatywania
miedzy warstwami, opisywanego w modelu Isinga, przyjeta jest jako identyczna dla
wszystkich warstw i opisane jednym parametrem K. Dodatkowo, w analizie dynamiki
(sekcje 2.3 i 2.4) przyjeto, ze wszystkie parametry A@ maja ta sama warto$¢ A. Te
uproszczenia pozwalajg na wprowadzenie uniwersalnego skalowania niezbednego
dla rozwigzan w modelu pola Sredniego (sekcja 2.3), jednak ograniczajq potencjalne
zastosowania wynikéow w naukach spotecznych, gdzie oczekiwac¢ nalezy, zie
poszczegdblne typy powiqzan spotecznych mogq miec rézny wptyw dotyczqgcy naszych
wzajemnych zachowan.

W sekcji 2.3.1 przedstawiono analityczne wyniki dla sieci dwuwarstwowych w
przyblizeniu pola $redniego. Najwazniejsze z tych wynikéw to odkrycie przejscia
fazowego polaryzacji (ze stanu spolaryzowanego do niespolaryzowanego) w sieci
dwuwarstwowej, wystepujagcego w temperaturze krytycznej rosngcej wraz z wzrostem
powigzania sieci w obu warstwach K. Wada przyblizenia pola $redniego jest to, ze gdy
system — wraz ze wzrostem temperatury — przejdzie ze stanu spolaryzowanego do
niespolaryzowanego to podzniejsze obnizenie temperatury nie odtwarza polaryzacji.
Autor zaznacza, ze jak wynika z pdiniejszych analiz (wychodzacych poza przyblizenie

pola $redniego) obnizanie temperatury prowadzi do bardziej skomplikowanych zjawisk.
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Sekcja 2.3.2 analizuje zalezno$¢ temperatury krytycznej przejscia od stanu
spolaryzowanego do niespolaryzowanego, dla sieci dwuwarstwowej wychodzgc poza
przyblizenie pola sredniego.

Sekcje 2.3.3 i 2.3.4 rozszerzajg wyniki modelu pola $redniego na sieci wielowarstwowe
i analizujg asymptotyczne zachowanie temperatury krytycznej wraz ze wzrostem sity
oddziatywan miedzywarstwowych (w granicy K —» o), gdzie dla systemu L warstw
temperatura krytyczna rosnie proporcjonalnie do L , ze wspdtczynnikiem
proporcjonalnosci rownym temperaturze krytycznej dla sieci jednowarstwowej (
T(L) = LT (1) ).

Sekcja 2.4 dedykowana jest pordwnaniu uzyskanych wynikow analitycznych z
poprzedniej sekcji z wynikami symulacji numerycznych, uzyskanych metodg Monte
Carlo. Poréwnanie to jest szczegodlnie interesujace, ze wzgledu na to, ze symulacje
pozwalajg na przekroczenie ograniczen modeli analitycznych. W szczegdlnosci dotyczy
to badan stabilnosci systemu ze wzgledu na temperature. Opis analityczny koncentruje
sie na stabilnosci stanu poczgtkowego zdefiniowanego jako ,idealny” (ang. paradise
state” ), w ktéorym wszystkie potgczenia majg charakter przyjazny (wartos¢ +1). W
symulacjach mozliwy jest natomiast dowolny stan poczatkowy. Autor koncentruje sie
przy tym na kilku wariantach startowych dla poszczegdlnych warstw: stanie idealnym,
stanie nieuporzagdkowanym i stanie w ktéorym rownowaga Heidera zapewniona jest
przez podziat na dwie grupy w ktdérych potaczenia wewnetrzne s przyjazne a
potaczenia miedzygrupowe nieprzyjazne (podziat na kliki), przy czym rozwaza, dla
uproszczenia symetryczny podziat na dwie rownoliczne kliki. Tak dobrane stany
poczatkowe dla poszczegdlnych warstw moga by¢é skombinowane w modelu
wielowarstwowym. Bardzo interesujgce sg przy tym uktady w ktdérych podziat na kliki w
roznych warstwach nie jest identyczny (co opisywane jest parametrem przekrycia 0. W
dalszej czesci rozdziatu 2.4 analizowane sg szczegodlne przypadki kombinacji stanow
poczatkowych poszczegdlnych warstw. Pozwolito to na zidentyfikowanie zestawu
temperatur progowych, powyzej ktérych poszczegdlne uktady przestajg by¢ stabilne.
Najdoktadniej zbadany zostat uktad dwuwarstwowy (cho¢ czes¢ analiz numerycznych
dotyczyta uktadu tréjwarstwowego), dla ktérego zbudowany zostat ,diagram fazowy”
wskazujgce stabilne struktury w funkcji temperatury i sity oddziatywania

miedzywarstwowego K przy zatozeniu, ze sity oddziatywania Heiderowskiego w obu

-
>
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warstwach sg identyczne (rys. 2.14). Zwrdci¢ jednak trzeba uwage, ze diagram ten
dotyczy wytgcznie sytuacji, w ktérych odpowiednio wysoka temperatura destabilizuje
zatozony na starcie symulacji uktad poczatkowy. Rys. 2.15 ilustruje potencjalne
przejscia miedzy stanami w zaleznosci od temperatury dla uktadu dwuwarstwowego.

W odniesieniu do opisanych powyiej wynikow pojawiajg sie uwagi i pytania:

e ,Diagram fazowy” jest raczej diagramem stabilnosci wybranych uktadéw
poczatkowych w odpowiednio wysokich temperaturach. Nie odpowiada na
istotne (zaréwno z fizykalnego jak i spotecznego punktu widzenia) pytania o
zachowania  systemu przy obnizaniu  temperatury. Kiedy uktfad
nieuporzgdkowany — przy obnizeniu temperatury ponizej T, lub T; pozostaje
zamroziony w stanie nieuporzadkowanym (analogia do przejscia ciecz-szkto) a
kiedy tez wystepuje globalne lub lokalne uporzadkowanie (analogia do
krystalizacji)? Jakie sg niezbedne czasy takich przejs¢ miedzy stanami przy
obnizaniu temperatury?

e Na diagramie 2.15 w obszarze miedzy T a T; przedstawiona jest strzatka
skierowana od stanu nieuporzadkowanego do stanu ,matching order” (co
dodatkowo potwierdzone jest w podsumowaniu rozdziatu). Co do
poczatkowego stanu ,matching order” zaktadana byta réwnolicznosé klik.
Trudno jednak oczekiwaé, by taka réwnoliczno$¢ wystepowata przy przejsciu
ze stanu nieuporzgdkowanego. Jaki byt rozktad wielkosci klik wynikajacych ze

spontanicznego uporzagdkowania systemu do stanu ,matching order”?

Rozdziat trzeci poswiecony jest analizie rownowagi strukturalnej w uktadach jedno i
wielowarstwowych opartych na rozrzedzonych sieciach przypadkowych. Jak zauwaza
Autor, sieci takie sg bardziej realistyczne niz w petni potgczone sieci rozwazane w
Rozdziale 2. Zasadnicze rodwnania opisujgce takie systemy sg podobne do réwnan z
poprzedniego rozdziatu, z tg rdznica, ze obok powigzan przyjaznych i nieprzyjaznych (o
wartosciach +1 i -1), brak powigzania opisywany jest wartoscia 0. Kluczowym
parametrem sieci przypadkowej jest prawdopodobienstwo potaczenia miedzy weztami
sieci, p. W sekcji 3.3 Autor wyprowadza analityczne rezultaty w przyblizeniu pola
$redniego dla uktadu jedno- i dwuwarstwowego. W pierwszym przypadku uzyskane

rezultaty sa analogiczne do kompletnych sieci przeskalowanych o czynnik p%. W

e
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drugim przypadku skalowanie jest bardziej skomplikowane, ze wzgledu na
skomplikowang zaleznos$¢ stosunku sit wewnatrz i miedzy warstwowych od p. W
dalszej czesci rozdziatu, Autor dyskutuje charakter przejscia miedzy stanem idealnym a
nieuporzagdkowanym (biorgc pod uwage skonczong wielkos¢ systemu), poréwnujac
wyniki z wcze$niejszymi publikacjami.

Podobnie jak poprzednio, wyniki analityczne zostaty poréwnane z wynikami symulacji
komputerowych. Dla przejscia od stanu idealnego dla pojedynczej warstwy do stanu
nieuporzadkowanego skalowalno$¢ p? jest bardzo dobrze zachowana - mimo, ze
catkowita liczba weztéw sieci jest stosunkowo mata (N = 200, Rys 3.5).

W sekcji 3.4.5 Autor przedstawia wyniki symulacji dla systemu dwuwarstwowego,
zwracajac uwage na dobrg zgodnos¢ wynikéw analitycznych i numerycznych
skalowanie temperatury krytycznej (gdy oddziatywanie wewngtrz warstwy
(Heiderowskie) skaluje sie jak A/p?, a miedzywarstwowe (Isingowskie) jak K /p.
Wykazanie takiego prostego skalowania dla skomplikowanego uktadu sieci
przypadkowych uwazam za bardzo interesujacy wynik pracy. Interesujgcym
kierunkiem bytoby poréwnanie wynikéw uzyskanych dla sieci przypadkowych ER z

wynikami dla sieci bezskalowych (co jednak wykracza poza zakres pracy).

Rozdziat czwarty przedstawia wyniki analizy dynamicznie rosnacej sieci sktadajacej sie
z dwu wzajemnie zantagonizowanych grup. Autor zaproponowat tu bardzo
interesujgce podejscie do zjawiska polaryzacji spotecznej. Wiekszo$¢ modeli znanych z
literatury opiera sie na dynamice przynaleznosci do konkurujgcych grup (zmieniajace
sie poglady agentéw, co w pewnym sensie przeczy wynikom badan psychologicznych,
wedtug ktérych indywidualne poglady dotyczace kluczowych spraw sg stosunkowo
stabilne) przy zatozeniu niezmiennych sieci powigzan spotfecznych. Bardziej
zaawansowane modele obejmuja rownoczesne dynamiki indywidualnych opinii i
zmiany powigzan sieciowych — odcinanie powigzan z agentami o przeciwnych
pogladach i nawigzywania nowych z agentami o podobnych pogladach. Model
przedstawiony w pracy jest bardzo interesujacy. Koncepcyjnie oparty o schemat
wypetniania urn zaproponowany przez Pélyie, model opisuje proces wzrostu sieci, w
ktorym powstaja zarowno przyjazne jak i nieprzyjazne potaczenia. Tak powstajaca

sie¢ jest z zatozenia w stanie rownowagi Heiderowskiej, co wigze wyniki Rozdziatu 4 a

G
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poprzenimi, jednak wuwaga autora skupia sie na zaleznosci liczebnosci
antagonistycznych grup w rosnacej sieci w funkcji podstawowych parametrow modelu.
Pierwszym 1z parametrow jest poczatkowy sktad sieci (gdzie Autor rozrdinia
asymetryczne warunki poczatkowe (kliki réinig sie liczebnosciag) od warunkow
symetrycznych (poczatkowo kliki sg réwnoliczne). Drugim parametrem jest kluczowym
elementem dynamiki wzrostu sieci. W zaproponowanym modelu, w kolejnym kroku
ewolucji systemu nowy wezet tworzy potaczenie z dowolnie wylosowanym juz
istniejgcym weztem j. Z prawdopodobiefstwem p potaczenie to jest przyjazne, nowy
wezet dotgcza do kliki reprezentowanej przez wezet j, a nastepnie tworzone s3
potaczenia z innymi weztami sieci: przyjazne wewnatrz kliki, nieprzyjazne na zewnatrz.
Alternatywnie, z prawdopodobienstwem 1 —p powigzanie z wylosowanym weztem j
moze by¢ nieprzyjazne, nowy wezet ,przystepuje” do kliki przeciwnej klice wezta j, i
odpowiednio tworzy dalsze powigzania.

Autor analizuje dynamike wzrostu liczebnosci klik w zaleznos$ci od wartosci p oraz
warunkéw poczatkowych. Szczegdlng uwage zwraca na rozktady liczebnosci, w tym na
warunki, w ktorych z uptywem czasu rozktad zachowuje forme unimodalng lub
ewoluuje do formy dwumodalnej. Centralnym wnioskiem modelu jest to, ze dlap <1
system stopniowo dazy do stanu, w ktorym liczebnos¢ klik jest poréwnywalna
(szczegblnie dotyczy to wzglednej, znormalizowanej do catkowitej liczby weztow
liczebnosci klik). Autor wyrdznia tu kilka typéw zachowan. Dlap < 0.5 sie¢ bardzo
szybko osiaga réwnowage gdzie kliki sa réwnoliczne. Dla 0.5 < p < p* = 0.836 érednie
wielkosci moga sie rézni¢, jednak fluktuacje sg na tyle duze, ze koricowy rozktad jest
unimodalny. Dla p > p" bezwzgledne liczebnoéci grup moga sie réznié na tyle, ze
rozktad staje sie dwomodalny. Co jednak istotne, to fakt, ze znormalizowane
liczebnosci grup ewoluujg do rozktadu 50/50, o ile tylko p < 1.

W konicowej czesci rozdziatu Autor przedstawia krotka analize spotecznej interpretacji
modelu, Jest to o tyle interesujace, ze odpowiada na fundamentalne pytanie
dotyczgce czestych przypadkéw, w ktérych konkurencja miedzy dwoma dominujgcymi
ugrupowaniami politycznymi (lub miedzy dwoma alternatywnymi opcjami w
referendach) w systemach demokratycznych stabilnie oscyluje w poblizu uktadu
50/50. W literaturze dotyczgcej modelowania opinii istniejg inne préby wyjasniania

powszechnosci takiego rozktadu (jak na przyktad propozycje Serge’a Galama), jednak
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wnioski z modelu opartego na procesie Polyi sg nie tylko matematycznie proste ale w
duzym stopniu oparte sg na analogiach z rzeczywistymi procesami spotecznymi. W tym
kontekscie interesujagcym bytoby pytanie (wykraczajace poza zakres rozprawy) o
mozliwo$¢ takiego rozszerzenia modelu, w ktérym po osiagnigciu pewnej liczebnosci
catkowitej, proces dotgczania nowych weztéw réwnowaiony bytby usuwaniem

weztéw z sieci (na przyktad najstarszych).

Rozdziat piaty przedstawia skrétowe podsumowanie wynikéw przedstawionych w

poprzedzajgcych rozdziatach.

3. Uwagi ogdlne
Pierwsza czes$¢ pracy (rozdziaty 2 i 3) wykorzystywaty zatozenie, ze dynamika zachowan
w poszczegblnych warstwach sieci oparta jest o oddziatywania prowadzace do
réwnowagi strukturalnej Heidera, a wigc oddziatywania migdzy tréjkami weztow. Takie
podejécie ma swoéj rodowdd i uzasadnienie wynikajgce z obserwacji systemow
spotecznych (dobrze oddawane przez maksymy ,przyjaciel mojego przyjaciela jest
moim przyjacielem, wrég mojego wroga jest moim przyjacielem”). Modele zaktadaty
jedynie komponente ,Isingowska” miedzy warstwami sieci — i to miedzy potaczeniami,
a nie weztami sieci.
Jak wynika z analizy rozprawy, takie podejscie daje mozliwo$¢ uzyskania bardzo
interesujagcych wynikéw. Jednak — z mojego osobistego przekonania — ograniczenie
dynamiki w obrebie warstwy wytacznie do oddziatywan tréjkowych (réwnanie 2.1 i jego
dalsze wersje) zaniedbuje istotng spotecznie role oddziatywan miedzy parami weztéw,
mogacych modyfikowaé dynamike systemu. W terminologii spotecznej: nie wszystkie
przyjaznie sg rownowazne i nie wszyscy wrogowie sg réwnie grozni. Rownoczesne
uzycie oddziatywan miedzy parami i trojkami moze by¢ zreszta interesujgce nie tylko z
punktu widzenia socjologii ale i fizyki.
Otwiera to — w zakresie wykraczajagcym poza przedstawiong rozprawe — interesujgce
pole do rozwoju. Warto rozwazy¢ konsekwencje takiego rozszerzenia modeli. Pytanie o
potencjalne efekty pozostawiam otwartym.
W odniesieniu do wynikdw Rozdziatu 4 dostrzegam podobny potencjat kontynuacji i

rozszerzenia wynikow poprzez dedykowane badania socjologiczne testujgce czy i w
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jakich warunkach dynamika opisana przez proces urn Polyi ma odpowiednik w
rzeczywistosci (a w dalszej konsekwencji, jakie cechy osobowe decydujg o ,kolorze” w
rzeczywistych procesach spotecznych).
Uwagi te (jak napisatem, wykraczajgce poza wymagania stawiane rozprawie jako takiej)
majg o tyle znaczenie dla recenzji, ze dobrze dokumentuja istotnos¢ wybranej tematyki

dla rozwoju nauki, nie tylko fizyki.

4. Wnioski koncowe
W mojej opinii rozprawa mgr Krishanadasa Mohandasa zawiera zrdéinicowane i
interesujgce opracowania w dziedzinie uktadéw ztozonych. Umiejetnie potgczone
zostaty wyniki analityczne i symulacje komputerowe, komplementarnie wykorzystujac
silne strony kazdego z tych podejsc.
Praca w zupetnosci spetnia warunki stawiane rozprawom doktorskim. Stawiam wniosek

o dopuszczenie pracy do publicznej obrony.

%ﬂ&// W

Prof. dr hab. Pawet Sobkowicz
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